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Cebirin Tarihsel Gelisimi

Adnan Baki®
Suphi Onder Biitiiner’

Ozet

Cebirsel problemlerin ¢dziimleri ve cebirsel gosterimler tarih boyunca hep ayni mi
olmugtur? Elbette matematigin bir alt dali olan cebir de edebiyat, fizik, sanat,
ekonomi ve miizik gibi siirekli gelisen bir insan etkinligidir. Cebirin bugiinii oldugu
gibi, geemisi vardir ve gelecegi de olacaktir. Bugiin 6grendigimiz ve kullandigimiz
cebir 1000 yil, 500 yil hatta 100 y1l 6nceki cebirden ¢ok farklidir. Cebirin gegmisini
bilmek, bugiinii ve gelecegi ile ilgili etkilesime ge¢memizi ve cebiri daha iyi
anlamamizi kolaylagtirabilir. Bu ¢aligma ile cebirin gelisim siirecinin ayrintili bir
goriintiisli ortaya koyulmaya calisilmistir. Bu derleme c¢aligmasinda cebirin tarihsel
geligimi, cebirsel ifadelerin, cebirsel problemlerin ve ¢oziimlerinin diiz yazi
biciminde yazildig1 donem, cebirsel ifadelerin gosterimlerinde kisaltmalarin
kullanildigi dénem ve sembollerin kullanildigi dénem olarak ii¢ donemde ele
almmaktadir. Calismada; farkli kiiltiirlerin kullandiklar1 cebirsel gosterimleri ve
cebirsel problemleri nasil ¢ozdiikleri bu donemler dikkate alinarak ortaya koyulmaya
caligilmustir.

Anahtar Kelimeler: Matematik tarihi, cebir, cebirsel problemler

1. Giris

Cebirsel problemlerin ¢oziimleri ve cebirsel gosterimler ilk donemlerden beri hep aynimi
olmustur? Bu soruyu ayrintili olarak ele aldigimizda cebirin de diger bilimler gibi kendisine
0zgii tarihsel gelisimi oldugunu gérmekteyiz. Egitim sistemi igerisinde ¢ogu zaman cebirin
eski ve zengin bir tarihe sahip oldugunu 6grenci ve dgretmen yeterince goremez. Bu
duruma paralel olarak, matematigin siirekli gelisim gosterdigini, insan emeginin iriini
oldugunu ve farkli zamanlarda farkli kiiltiirlerin yaptiklart matematigin farkli oldugunu
degerlendirmede basarisiz olmaktadirlar (Tzanakis ve Arcavi, 2000). Matematiksel bilgiyi
Ozel olarak cebirsel bilgiyi kesin, diizenli, teorem, ispat ve kurallardan olusan miikemmel
bir bilgi toplulugu olarak algilamaktadirlar (Arcavi, 1991; Bidwell, 1993). Bu algi
Ogrencilerin cebiri 6grenme bigimlerini ve basarilar iizerinde olumsuz etkiler yarattig,
ilgili literatiirde vurgulanmaktadir (Franke ve Carey, 1997; Carlson, 1999; Cifarelli ve
Goodson, 2001). Arastirmacilar, bu eksik algilamanin giderilmesinde bir yol olarak,
matematik tarihi ile matematik derslerinin zenginlestirilmesi 6nerisini yapmaktadir (Fauvel,
1991; Ernest, 1998; Tzanakis ve Arcavi, 2002). Bu calisma, matematigin alt dali olan
cebirin tarihsel gelisim siirecinin ayrimtili gorlintiisiinii ortaya koymak, dgretmenlerin ve
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ogrencilerin cebirin dogas1 ve tarihsel gelisim siirecini anlamalarinda onlara yardimeci
olmak ve Ogretmenlerin smiflarinda kullanabilecekleri bir kaynak saglamak amaciyla
hazirlanmistir.

Matematigin hicbir dalinda cebirde oldugu kadar islem ile anlam arasinda iligki
yogunlugu yagsanmaz. Bir cebirsel etkinligi denklem kurma, genelleme ve fonksiyonlarla
calisma olarak karakterize edebiliriz (Baki, 2008). Harizmi’nin “Al KitabFi Hisab Al Cabr
wal Mugabalah” isimli kitabindaki “Al Cabr” sozciigiinden adim alan cebir, aritmetigin
genellestirilmis sekli olarak disiiniilebilir (Amerom, 2003; Brezina, 2006; Katz, 2007).
Ornegin, ata=2a esitligi, a yerine yazilabilecek tiim sayilar i¢in dogru olacaktir (Brezina,
2006). Cebir; genellestirilmis sayilarla, degiskenlerle ve fonksiyonlarla ilgilenir (Carraher,
Brizuela ve Earnest, 2006). Bilinmeyen veya degisken niceliklerle ilgili muhakeme
yapmayi, 6zel ve genel durumlar arasindaki farkliliklar1 tanimlamayr gerektirir (Amerom,
2003). Cebir problemleri ise, bilinmeyenin veya diger bir degisle degiskenin degeri
bulunarak verilen esitligin ¢oziilmesine dayanmaktadir (Brezina, 2006). Cogu tarihi
metinde, cebirin gelisiminin i¢ donemde gergeklestigi belirtilmektedir. Bu donemler
sirasiyla, cebirsel ifadelerin, cebirsel problemlerin ve ¢oziimlerinin diiz yazi bigiminde
yazildig1 donem, cebirsel ifadelerin gosterimlerinde kisaltmalarin kullanildigi dénem ve
sembollerin kullanildigi dénem olarak ifade edilmektedir. Bu ¢alismada sirasiyla EskKi
Misirda, Babillilerde, Eski Yunanda, Eski Hindistan’da, Islam Diinyasinda ve Batida
cebirsel ifadelerin gosteriminin ve cebirsel problemlerin ¢oziimiiniin tarihsel gelisimi ele
alinmustir.

Eski Miasir’da Cebir

Eski Misir’dan giiniimiize ulasan iki onemli matematik yapiti Golenisev papiriisii (M.O
1900) ile Rhind papiriisiidiir (M.O 2000-1000). Rhind papiriisiinde ¢ok sayida birinci
dereceden bir bilinmeyenli denklem ve ¢dziimleri yer almaktadir. Misirlilar (M.O 2000—
1000), birinci dereceden bir bilinmeyenli denklemlerin ¢oziimlerinde yanlist deneme
yolunu kullanmiglardir. Bu yontem 15. ve 16. yiizyillarda eski Misir disinda, Hintliler ve
Islam diinyas1 matematikgileri tarafindan da kullanilmistir. Ayrica bu yontemin 16. yiizyil
italyan matematikgilerinden Nicole Tartalia, Philipo Calandri ve Ispanyol matematikgi
Tosca tarafindan da kullanildig1 bilinmektedir.

Eski Misir’da cebirsel denklemlerin ¢éziimlerinde bugiin kullandigimiz (x, y, X°,...) gibi
semboller kullanilmamistir. Her sey diizyaz1 bigiminde yazilmustir. Rhind papiriisiinde “Bir
miktar ve bu miktarmn yedide birinin toplami 19 olduguna gére, bu miktarin biiyiikliigii
nedir?” seklinde ifade edilen 24. problemin ¢oziimii bugiinkii gosterimlerle asagidaki gibi
agiklanabilir:
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7]

7 + 3.7 =8
1 a + %a = 18
1 8.28 = 19
- a=19
7.2§ - 16§ a=163
Sekil 1. Eski Misirda yapilan ¢6ziim Sekil 2. Modern ¢6ziim

Sekil 1 incelendiginde, a / 7 ifadesini tamsay1 yapan 7 degerinin bilinmeyen yerine
yazildig1 goriilmektedir. Elde edilen sonucun dogru sonug¢ olmadigi diisiiniilerek,
“Bilinmeyen 7 iken sonu¢ 8 oluyorsa, sonucun 19 olmasi igin bilinmeyen ne olmalidir?”
seklindeki bir soru ile dogru sonuca ulasilmaya calisilmistir (Ofir ve Arcavi, 1992). Coziim
incelediginde Eski Misir’da orantisal diisiinmenin matematik yaparken kullanildigi
goriilmektedir. Nitekim Eski Misir’da firavunlarin  hiikkiimdarligi siirecinde, orantisal
diisinme matematigin merkezinde yer almigtir. Clinkii vergiler, triin miktar1 ile orantili
sekilde alinmakta, binalar insa edilirken belli orantilara bagl olarak yapilmaktaydi. Eski
Misir papiriisiinden alinan bir problem bu durumu ortaya koymaktadir. “Diistiniin ki 450
hektariik arpaya sahipsiniz ve her 10 hektarin 1 hektarin: vergi olarak vermek zorunda
oldugunuza gére, bu iirtinden kag¢ hektarlik vergi verirsiniz?” (Lumpkin, 1997). Eski
Misir’da dogrusal olmayan denklemler iizerinde de yanlisi deneme yolunun kullanildigini
gormekteyiz. Ornegin, Berlin papiriisinde “/ki karenin alanlart toplami 100 diir.
Karelerden birinin kenar uzunlugunun ii¢ kati, diger karenin kenar uzunlugunun dort
katina esit olduguna gore, karelerin kenar uzunluklarini bulunuz?” sorusunun Misir’da
yapilan ¢6ziimii ve modern gosterimi Tablo 1’de verilmistir (Bunt, Jones ve Bedient, 1998).

Tablo 1.Eski Misir’da Berlin papiriisiindeki dogrusal olmayan denklemlerle ilgili
problemin ¢oziimil

Matematiksel ifadesi Coziim

1) x = 4, y = 3alirsak ve yerlerine yazarsak,
. 2) 4% + 3% = 25 bulunur ki, bizim ulasmak istedigimiz say1
X +y =100 100.
3x =4y 3) Buradan; v25 = 5, /100 = 10 o0 halde 10/5 =2
4) Baslangigta x ve y igin verilen degerler 2 ile ¢arpilarak
karelerin kenarlar1 6 ve 8 olarak bulunur.
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Yukaridaki ¢oziim incelendiginde, Eski Misir’daki insanlarin, dogrusal olmayan
denklemleri ¢ozerken orantisal diisiinme ve yanlisi deneme yollar1 disinda, karekdk alma
islemini de kullandiklart goriilecektir (Lumpkin, 1997). Sonug olarak, ¢esitli denklemlere
ve ¢Oziim yontemlerine rastlansa da, Eski Misir’da bugiinkii anlamda cebirin bir bilim
olarak var olduguna sdylemek olduk¢a zordur (Smith, 1925). Eski Misir’da oldugu gibi
cebir iizerine ¢alismalar1 Babillilerde de gormekteyiz. Eski Misir’da cebir iizerine yiiriitiilen
caligmalar yanlist deneme ve orantisal diisiinme iizerine dayali iken Babillilerde geometrik
bir diigiince yapisiyla ikinci derece denklemlerin ve dogrusal denklem sistemlerinin
¢Oziimiiniin yapildig1 goriilmektedir.

Babillilerde Cebir

Babilliler, eski Misir’daki cebir anlayisindan daha ileri giderek, ikinci dereceden
denklemler ve dogrusal denklem sistemlerinin ¢dziimleriyle ugrasmislardir. M.O 2000’1i
yillarda Babil tabletlerinden alinan ikinci dereceden bir denklem giiniimiiz gosterimleriyle
asagida ifade edilmistir.

“Bir karenin alamina, karenin kenar uzunlugunun 2/3’ti eklendiginde sonu¢ 35/60
olduguna gére, karenin kenar uzunlugunu bulunuz?”.

Matematiksel gosterimi, x% + gx = z—z olan esitligin ¢oziimii asagida verilmistir.
e  2/3’iin yarisini bul: 1/3
e 1/3’in karesini al: 1/9
e 35/60ile 1/9’u topla: 25/36
e  25/36’min karekdkiinii al: 5/6
e 5/6’dan 1/3’1 ¢ikar: 3/6

e Sonug, 1 dir.
2

Yukaridaki ¢oziimden de anlasilacagi gibi, Babilliler, eski Misir’da oldugu gibi
¢Oziimlerini diiz yaz1 biciminde yapmuslardir. Ancak yaptiklar1 ¢dzlimlerin oranlama
yonteminin yaninda geometrik bir diisiince yapismna dayandigr disiiniilmektedir.
Babillilerin x% + gx = 2 esitligini ¢ozerken kullandiklari geometrik diisiince bigimi Sekil
3’te verilmistir (Swetz, 1994).
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Sekil 3. Babillilerin ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklemlerin ¢6ziimiiniin geometrik
gosterimi

Sekil 3 incelendiginde, Babillilerin x2’yi ifade etmek i¢in x br uzunluklu bir karenin
alanimi, 2x/3’0 ifade etmek icin kenar uzunluklar1 1/3 ve x br olan iki adet dikdortgenin
alanin1 kullandiklart ve kareye tamamlama yolu ile ikinci dereceden denklemleri ¢6zdiikleri
diigiiniilmektedir.

M.O. 2000-1000°1li yillarda Babilliler ikinci dereceden denklemleri ¢ozmek disinda,
x+y =bvexy = c (b, csabitler) seklindeki denklem sistemlerini de diiz yaz1 formatinda
ancak geometrik bir diisiince bi¢imiyle ¢ézmiislerdir. YBC 4663 kodlu Babil tabletinden

alinan esitligin giiniimiiz sekliyle ifadesi su sekildedir. “Iki sayinin toplaml6§, carpimlart
ise 7§’dir, Bu sayilart bulunuz?”. Modern gésterimi x +y = 6% =b, xy= 7% =c

seklinde olan denklem sisteminin Babilliler tarafindan yapilan ¢6ziimii asagida verilmistir
(Oliver, 2007):

e Altitam 1 /2’nin yarisini bul: 3 tam %

e 3 tam %’lin karesini al: 10 tam 9/16

e 10tam 9/16’dan 7 tam %4’yi ¢ikar: 3 tam 1/16
e 3 tam 1/16’nin karekokiinii bul: 1 tam %

e 1ltam¥’e 3 tam Y’liekle: 5

e 3tam Y4’ten 1 tam 34’0 ¢ikar: 1 tam %

e Aranan sayilar 5 ve 1 tam '4’dir.

Babilliler, modern gosterimi x +y = b ve x.y = ¢ seklinde olan dogrusal denklem
sistemlerini ¢ozerken diisiindiikleri geometrik yol asagida agiklanmistir. Babilliler ¢oziimii
yaparken, kare ve dikdortgenin alan1 ve ¢evresinden faydalanmiglardir (Katz, 1998).
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Sekil 4. Babillilerin dogrusal denklem sistemlerinin ¢dziimiiniin geometrik gosterimi

Sekil 4°de goriildiigii gibi Babillilerin geometrik bir diisiince bigimiyle yaptiklari
¢oziimiin modern bicimde ifadesi su sekildedir: Oncelikle b’nin yaris1 alinarak
b X—y

J=X—— =yt ? seklinde bir esitlige ulasilir. Ardindan bu denklemdeki ifade, x ve y

birim kenarli bir dikdortgen tizerinde gdsterilir. y birim uzunluklu kenardan X;—y arttirp, X

birim uzunluklu kenardan % kisaltarak, g br uzunluktaki kenarlar elde edilir. Yapilan bu
islemler sonucu;

(2 =+ (2~ = (2~

o X-y. o b b)? b b)?
Bu esitlikten de s Xvey cinsinden yazilarak x = St (5) —cvey=:-— (E) —-C
elde edilir (Aaboe, 1964; Katz, 1998).

(2)2 — ¢ = elde edili.

2

Denklem sisteminin kokleri olan x ve y’yi bulmak i¢in bulunan bu kural, Babillilerin
yaptiklari s6zel ¢6ziimde goriilebilir. Sonug olarak, Babillilerin lineer denklem sistemlerini
ve ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklemleri diiz yaz1 formatinda ancak geometrik bir
diisiince yapisiyla ¢ozdiikleri sdylenebilir. Bunun yaninda, Babilliler, en, boy, alan gibi
kavramlart i¢eren cebirsel problemlerle ugrasmislardir. Sonugta Babillilerin bilinmeyen
olarak geometrik sekillerin kenar uzunluklarimi tanimladiklar: disiiniilebilir.

Eski Yunanda Cebir

Babillilerin ardindan cebir ugrasi Eski Yunan’daki matematik bilginleriyle devam
ettirilmistir. Eski Yunan’da cebir dendiginde akla gelen ilk isim Euclid’dir. Euclid (M.O
300)’in en 6nemli yapiti olan elementler, 13 kitaptan olugmaktadir. Ikinci kitabinda
Euclid’in cebiri geometrik insalar iizerine kurdugu anlasilmaktadir. Kitabindaki, birinci,
dordiincii, besinci ve altinci 6nermeler asagida verilmistir.
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Elementler, Onerme 2.1: “Birbirine paralel olan iki diiz ¢izgi alimirsa ve bu ¢izgilerden
herhangi biri ¢ok sayidaki dogru parcasi ile kesilirse, iki paralel dogru ile olusturulan
biiyiik dikdortgen, kiiiik dikdortgenlerin toplamina egittir”.

Elementler, Onerme 2.4: “Bir diiz ¢izgi rastgele kesilirse, biiyiik kare, dogru parcalar
lizerindeki kareler ve dogru parg¢alarmmin olusturdugu dikdértgenlerin toplamina esittir”
(Katz, 1998).

a b
w b
a b |c
{ a
Sekil 5. Onerme 2.1’in modellenmesi Sekil 6. Onerme 2.4’iin modellenmesi
l@+b+c)=la+1lb+Ic (a+b)2=2a%+b?+2ab

Yukarida verilen 6nermeler, Euclid’in carpma isleminin dagilma o6zelligini ve iki
terimin toplaminin parantez karesi 0zdesliginin ag¢iliminin farkinda oldugunu ortaya
koymaktadir. Euclid’in besinci ve altinct Onermeleri, denklemlerin ¢oziimlerinde
Babillilerde oldugu gibi geometrik bir modelleme diisiincesinin hakim oldugunu
gostermektedir. Ancak Babillilerin diiz yazi bi¢iminde yaptigi ¢oziimler, aragtirmacilar
tarafindan geometrik modellere ¢evrilmisken, Euclid’in kitabindaki ¢oziimlerin geometrik
modellemelerle yapildigi goriilmektedir. Euclid’in besinci ve altinci Onermeleri asagida
verilmistir.

Elementler, Onerme 2.5: “Bir diiz ¢izgi, esit olan ve esit olmayan dogru parcalart ile
kesilirse, diiz dogru iizerindeki kare ile birlikte seklin biitiiniinde esit olmayan dogru
pargalarmin olusturdugu dikdortgen, olusan karelerden birine esittir”

Elementler, Onerme 2.6: “Diiz bir ¢izgi, iki esit parcaya béliiniip, bu ¢izginin yanina ek
bir ¢izgi eklenirse, tiim c¢izgilerin olusturdugu dikdértgen ile ikiye bdliiniin ilk ¢izginin
olusturdugu karelerden birinin toplami, sonradan eklenen ¢izgi ile ilk ¢izgiyi ikiye bélen
dogru pargasti ile olusturulan kareye esittir’ (Katz, 1998).
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Sekil 7. Onerme 2.5 ve Onerme 2.6 ningeometrik modellenmesi

Sekil 7, Onerme 2.5’in ve Onerme 2.6’nin anlasilmasinm1 kolaylastirmaktadir. Eger
|AB|=b, |BC|=b/2 ve |DB|=x olarak alinirsa, Onerme5, (b —x).x + (b/2 —x)2 = (b/2)? ve
Onerme 6,(b + x).x + (b/2)? = (b/2 + x)?olarak ifade edilebilir. Tlk esitlikte bx —x% = ¢
ifadesi (b — x).x = ¢ seklinde yazilarak, esitlik (b/2 —x)? = (b/2)? — ¢ olarak elde edilir.

N 2

Buradan x =g+ (E) —c kuralma ulasihr. Benzer sekilde, bx + x? = cesitligi

(b+x).x = ¢ seklinde yazilarak, esitlik ¢+ (b/2 —x)? = (b/2)? olarak elde edilir.

2
Buradan; y = g— /(g) — ¢ kuralina ulagilir.

Euclid’in diisiince bigimi Babillilerin diisiince bi¢imine benzemektedir. Eger IADI=y ve
IDBI=x olarak aliirsa, yukaridaki ilk esitligin, x +y =b, x.y = ¢ ve ikinci esitligin
y —X = b, y.x = c sekline doniistiigii goriilecektir (Katz, 1998). Euclid’in ortaya koydugu
onerme modelleri, Babillilerin geometrik diisiince yapisina benzemektedir. Bu durum, Eski
Yunan’daki matematik bilginlerinin Babillilerden etkilenmis olma olasiligini arttirmaktadir
(Katz, 2007; NCTM, 2006).Eski Yunan’da, Euclid ve Apollonius zamanmin cebirinin de
Babil tabletlerinde oldugu gibi geometrik bir diisiinceyle yapildigi, Euclid’in Elementler
kitabindaki 6nermeleri ile gosterilmistir. Kisacas1 Babillilerin ve Euclid’in déneminde cebir
kavrammin heniiz ortaya ¢ikmadigi, cebirin geometriksellestirildigi sdylenebilir (Katz,
1998; Cajori, 2007). Euclid’in geometrik modellemeyle ¢ozdiigli diger bir cebir problemi
asagidaki gibidir (Baki, 2008):

AB dogru pargasinin boyu n olsun. AB dogru pargasini X ve n-x olarak dyle boliiniiz ki,
n(n — x) = x?olsun. Euclid bu problemi olusturdugu kareler yardimiyla ¢ozmiistiir (Baki,
2008).

Euclid ilk 6nce ABCD Kkaresini olusturuyor. |AD|’nin orta noktas1 E’yi B kogesine
birlestiriyor ve ABE dik ti¢genini elde ediyor. Sonra |EF|=|EB| olacak sekilde |DA|’y1
uzatarak F noktasini belirliyor ve FGAH karesini elde ediyor. Sirasiyla;
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|AE| = |ED| (E orta nokta)
A(FGKD) = (|EF| + |ED)|).(|EF| — |ED|) = |EF|? — |ED|?
A(FGKD) + |ED|* = |EF|?
|AB|? + |AE|?> = |EB|? = |EF|?
(|EF|=|EB| ve ABE li¢geni dik)
|AB|? + |AE|? = A(FGKD) + |AE|? (|[ED|=|AE|) A Hox p
o A(FGKD) = |AB|?
e A(FGKD)’den A(AHKD)’yi ¢ikarirsak |AH|?
kalacak. £ /
o A(ABCD)=A(FGKD) ise A(FGKD)’den
A(AHKD)’yi ¢ikarirsak A(ABCK) dikdortgeni elde
edilir. n-x
e A(HBCK)=|AH|? olur. D X C

F x G

A(HBCK)=|AH|? sonucu, n(n — x) = x? oldugunu gosterir. Béylece Euclid |AH| veya
x’in sayisal degerinden denklemi g¢ikarabilmistir. Aslinda Euclid, bizim kolayca

n.(vV5-1)
2

buldugumuz x = esitligini bulmadan ziyade, verilen|AB|’n1 istenilen oranda

boélmeyi cebirsel formiile doniistiirmiistiir.

Cebir alaninda 6nemli ¢alismalar1 olan bir diger matematik bilgini ise M.S 250’lerde
yasamig olan Yunanli Diophantus’tur. Euclid cebiri geometriklestirirken, Diophantus
sembollestirmeye ve analitik hale sokmaya caligmistir (Smith, 1925; Cajori, 2007).
“Arithmetica” (13 kitabin 6’s1 mevcuttur), “On Polygonal Number” (Bir bolimii
mevcuttur), “Porisms” (Kayip) isimlerinde ii¢ kitap yazmustir. Kitabinin giris kisminda,
aritmetik problemlerini ¢6zmek icin gosterecegi yollarin takip edilmesi gerektigini ifade
etmistir (Christianidis, 2006). Mevcut boliimleri, 189 problemin ¢oziimiinii igermektedir.
Diophantus, ¢ok degiskenli iki veya ii¢ denklemden olusan, sinirsiz sayida rasyonel ¢oziimii
olan denklemlerin ¢6ziimleriyle ugrasmistir. Bu denklemler, “Diophantine denklemleri”
olarak bilinmektedir. Pisagor iicliilerinin (2mn,n? — m?,n? + m?) bulunmas1 ve
Diophantus’tan once yasamis olan Yunanli matematik¢i Archimedes (M.O 287-212)’in
biiylik bas hayvan problemi, bu tip denklemlerle ilk defa Diophantus’un ugragsmadigini
gostermektedir (Swift, 1956; Horn ve Zakeri, 1998). Archimedes’in biiyik bag hayvan
probleminde, dort farkli renkte olan boga ve ineklerin sayisinin ka¢ oldugu istenmektedir.
Yani denklem sekiz bilinmeyenden olugmaktadir. ArchimedeS problemin ¢oziimil igin
olusturdugu lineer esitlikleri, tek bir esitlige indirgeyerek, x? — 4,729,494y? = 1 esitligine
ulagsmistir. Buradan y sayisinin 9314’{in bir kati1 oldugunu tespit etmistir (Burton, 2007).
flerleyen yillarda bu tip esitlikler Pell esitlikleri olarak adlandirilmistir. Bugiin Pell
esitlikleri olarak bildigimiz ve Archimedes’in de ugrastigi y? = ax® + 1 tipindeki
denklemler i¢in Hintli matematik¢i Brahmagupta ve Bhaskara ilk defa genel ¢6ziim
yontemleri ortaya koymuslardir. Bu durum, Diophantus’tan 6nce ve sonra bu tip
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denklemlerle ugrasildigini, esitliklerin dogru ve genel ¢oziimlerinin yapildigini ortaya
koymaktadir. Diophantus, genel bir ¢oziim algoritmast ve sistematik bir yontem
gelistirmemistir. Diophantus, birden fazla bilinmeyeni tanimlayamamistir. Buna paralel
olarak, Babillilerin yaptiklar1 gibi, tiim bilinmeyenleri bir parametre cinsinden ifade ederek
¢Oziime ulagmaya galismistir (Katz, 1998; NCTM, 20006).

Diophantus’un dérdiincii kitabindaki problemlerden biri, “Oyle iki sayt bul ki, bu iki
sayimn toplami, bu iki saymin kiipler toplamina esit olsun” seklindedir. Diophantus bazi
problemlerin ¢6ziimlerinde, Eski Misirda kullanilan yanlist deneme yolunu da kullanmustir.
“Bir sayimin kiipii ile herhangi bir sayinin toplami, kiipii alinan say1 ile diger sayinin
toplamlarinin kiipline esittir” problemini, yanlisi deneme yolunu kullanarak ¢6zmiistiir
(Eves, 1983; Katz, 1998; Cajori, 2007). Diophantus’un negatif sayilar1 kabul etmedigini
besinci kitabinin ikinci problemine verdigi cevaptan anlayabiliriz. Diophantus, negatif bir
say1 ile negatif bir saymin carpimimin pozitif, negatif bir say1 ile pozitif bir saymin
¢arpiminin negatif oldugunun farkinda olmasina ragmen, denklem ¢oziimlerinde negatif
koklerin varligini ortaya koyamamistir. 4x+20= 4 esitliginin ¢6ziimii i¢in Diophantus, “Bu
¢ok anlamsiz, ¢linkii 4, 20’den daha kiiciik” cevabini vermistir. Dolayisiyla 20 ile
toplandiginda 4 sonucunu verecek herhangi bir sayinin olamayacagini disiinmiistiir (Katz,
1998; Berlinghoff, Gouvea, 2004).

“Toplamlar1 20, karelerinin toplami ise 208 olan sayilar nelerdir?” sorusunu ise daha
sonra Harizmi’de gorecegimiz farkli bir parametre tanimlama yoluyla ¢dzmiistiir. Modern
gosterimi x+y=20 ve x?+y?=208 olan sorunun ¢dziimii i¢in Diophantus z parametresini
x=10+z ve y=10 — z seklinde kullanarak sonuca ulasmustir (Katz, 1998). x* +y*=a’ tipindeki
denklemleri ¢dzerken, a i¢in 4 gibi kesin bir deger vererek ¢oziime baglamis, y degiskenini
x cinsinden tanimlama yoluna gitmistir. X*+y?=16 esitliginde y=2x-4 tanimlamasini yapmus
ve 4x*+16-16x=16-x> esitligini diizenleyerek ¢oziime ulagsmistir. Diophantus, tamamlama
ve indirgeme islemlerini yaparak, 5x°=16x olacak sekilde esitligi diizenlemistir (Katz,
1998; Puig, 2004; Christianidis, 2006; Derbyshire, 2006; Cajori, 2007). Esitligin sonsuz
¢oziimii olmasina ragmen, esitligin kokii olarak sadece 16/5 ve 12/5 rasyonel sayilarini
dikkate almistir. Derbyshire (2006), bu ¢oziimiin etkileyici bir ¢6ziim olmadigim ifade
etmektedir. Ciinkii Diophantus, Xx*+y’=a® tipindeki simrsiz rasyonel ¢dziimleri olan
denklemlerle ugrasmasina ragmen, ¢éziim olarak sadece 16/5 ve 12/5 rasyonel sayilarini
kabul etmistir. Sifir i¢in sembol kullanmadigindan, kok olarak sifirt goz ardi etmistir
(Derbshire, 2006).

Diophantusun cebir alanina yaptig1 en biiyiik katki cebirsel gosterimlerde kisaltmalari
kullanmasidir. Diophantus tarafindan kullanilan kisaltmalar ve modern gdsterim 6rnekleri
Tablo 2’de verilmistir (Stalling, 2000; Oliver, 2007).
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Tablo 2.Diophantus kisaltmalar1 ve modern gosterimine 6rnekler

Modern Modern
Gosterimi Gosterimi
M Sabit Terim ) i
g
E - Bilinmeyen (x) M
23 Bilinmeyenin £
x5 A Karesi(x?) =
= -
T p Bilinmeyenin E G A X
A K Kiipii(<’) E
VAN Eksi sembolii F s N
B 2 =
g =
E o )
55 Y 3 2 )
£ _© 4
=
M & 5 K;’ ﬂ 2)(3

Euclid ve Diophantus’un ardindan cebir {izerine c¢alismalar Hintli matematik

bilginleriyle devam etmistir.

Hint Kiiltiiriinde Cebir

Diophantus’tan sonraki siiregte de Hintli matematikgiler cebirsel ifadelerin gosterilislerinde
kisaltmalar1 kullanmiglardir. 500’lerden itibaren Hint matematiginde 6nemli gelismeler
yasanmugtir. Hintli matematikgiler, Aryabhata (525), Brahmagupta (628), Mahavira (850)
ve Bhaskara (1150) aritmetik ve cebir alaninda 6nemli ¢alismalar yapmuglardir. Ancak
Bhaskara’dan sonraki siiregte Hint matematigi bir duraklama siirecine girmistir. Cebirsel
gosterimlerde kisaltmalara bagvurulmasi Diophantus’la baglamig, Hintli Matematikgi
Brahmagupta (M.S. 628) ile devam ettirilmistir. Brahmagupta’nin kullandig1 kisaltmalar
Tablo 3’te gosterilmistir (Stallings, 2000; NCTM, 2006; Oliver, 2007).

Tablo 3. Brahmagupta kisaltmalari

Sembol bha ya ka k()

ya ka 6bha

k(@)5ru 2

Modern
i

Gosterim Garpim X y

Tamsay1

6xy

J5-2




Cebirin Tarihsel Gelisimi 209

Brahmagupta, modern gosterimi x* — 10x = —9i seklindeki ikinci dereceli denklemi
asagidaki sekilde gostermis ve ¢ozmiistiir.

yav 1ya 10
ruog

“Sabit sayt olan (9), x? nin katsayisi olan 1 ile carpilarak (9) bulunur. Bu deger,
bilinmeyen terimin katsayisi olan (10)’un yarisimin karesi ile toplanarak, 16’ya ulasilir.
16 'min karekokii bilinmeyen terimin katsayisi olan (10) un yarisindan ¢ikarilarak 9 elde

edilir. Bu deger, x* 'nin katsayist olan 1 ile béliinerek 9 sonucuna ulagilmis olur” (Katz,
1998; NCTM, 2006).

Sozel ¢oziim incelendiginde, Brahmagupta’nin modern gosterimi x? — 10x = —9 olan
denklemi ¢dzerken, geometrik bir diisiince yapisina bagvurdugu anlasilmaktadir. Yapilan
¢Oziimiin geometrik bi¢imi asagida verilmistir (Katz, 1998; NCTM, 2006; Plofker, 2006).

252 b? ™
(a X +abx)+[§] X—7b+ b? + 4ac
- P b2 b2 b2 2a
[ [ = (3) (23

2=y (3)
ax+— = .[ca+| =
2 2

| a%x? tabx >
Ve (3) -3
ax = .lca+|=| —=
| | 2 2
L — 1 | > b
- - ca+|2)] B
v [zj 2

X =
a

Diger bir Hintli matematik¢i Bhaskara (M.S 1150), ax? + bx = c tipindeki denklemleri
¢ozerken Babillilerin, Brahmagupta’nin ve Harizmi’nin yaptig1 gibi kareye tamamlama
teknigini kullanmistir. Oncelikle esitligin her iki tarafina uygun bir say1 ekleyerek sol tarafi
(rx — s)? = dolacak sekilde tam kare olarak yazmustir. Daha sonra bu esitligi, rx — s= vd
sekline getirmis ve buradan x’i bulmustur. vd< s oldugunda denklemin koklerinin (S+T‘/a)
veya @ olacagini ifade etmistir.

Hint cebirinde cebirsel esitlikler ifade edilirken kisaltmalar kullanilmig olsa da, Hint
cebirinin biiylik dl¢iide diiz yaz1 formunda sunuldugu sdylenebilir. Dikkate deger olan sey
negatif sayilarin dogru sekilde kullanilmasidir. Dikkat edilirse sayinin iistiine koyulan nokta
saymin negatif oldugunu gostermektedir (NCTM, 2006). Negatif sayilarin ve irrasyonel
sayilarin varligini ilk defa Hintli matematik bilginleri ortaya koymuslardir. Bhaskara
x? — 45x = 250 esitliginin ¢dziimiinii 50 ve -5 olarak bulmus olmasma ragmen, negatif
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sayllart ¢Oziim kiimesi igerisine almamustir. Ayrica asagidaki esitligi elde etmeleri
irrasyonel sayilarla islemler yaptiklarinin da bir gdstergesidir (NCTM, 2006; Cajori, 2007).

\/a¢b=\/a+ Ja’ -b TL\/a_ “gz_b JaFJb=+a+b+2Jab

2

Eski Misirdaki yanlist deneme yolu, Babilliler, Eski Yunan ve Hintlilerdeki cebirsel
esitliklerin geometrik diislince bi¢imi ile ¢6ziimii cebir kavraminin ortaya ¢ikmasinda etkili
olmus olsa da, Cebir kavrami Islam diinyasiyla anlam kazanmis ve Bati diinyasina
aktarilmistir.

Islam Diinyasinda Cebir

Islam diinyasina bakildiginda, Islam diinyasinin cebir alanindaki en énemli matematik
bilgininin 780-847 yillar1 arasinda yasamis olan Harizmi oldugu sdylenebilir. Matematik
alanlarindan Cebir’in mucidi Harizmi’dir. Sayi sisteminin ilk seklini Hindistan’dan alarak
Arap say1 sistemini gelistirmistir. Batinin ve dolayistyla bugiiniin matematiginin kullandigi
sayilar Harizmi’nin sekizinci yiizyilda kullandigi sayilarin bir gesit uyarlamasidir. Harizmi
Hindistan’dan o giiniin astronomi bilgilerini de Bagdat’a tasidi. Harizmi “Daril-
Hikme’deki ilk dénemlerinde saray g¢evresine ve tiiccarlara dort islemi iceren aritmetik
dgretti. Bunun yaninda Islam’a gore miras hukukunu yiiriitmekte olan kadilara bu konuyla
ilgili baz1 hesaplamalar dgretti. Ozel miras problemlerinin ortaya ¢ikardigi denklemleri
¢ozme durumunda kalan Harizmi bugilinkii bildigimiz anlamda cebire yonelmistir. Bu
alanda yaptig1 ¢aligmalari, daha sonra matematigin bir kolu olarak bildigimiz cebirin adin
alacagi “Al KitabFi Hisab Al Cabr wal Mugabalah” adli kitabinda toplamistir. Kitab1 tig
boliimden olugmaktadir. Harizmi kitabinin birinci boliimiinde cebirsel esitlikleri ¢6zme
siirecini aciklamistir. Harizmi tiim lineer ve ikinci derecen denklemlerin ax? = bx,
ax? =b, ax =b, ax? + bx = ¢, ax® + c = bx, ax? = bx + ¢ olacak sekilde alt1 bicime
indirgenebilecegini ifade etmistir. “Al KitabFi Hisab Al Cabr wal Mugabalah” Roénesans
donemi cebir ¢aligmalari icin en dnemli kaynak olmustur. Buradaki Al Cabr terimi ingilizce
ve Fransizcaya algebra olarak ge¢mis ve Tiirkge’de de cebir olarak kullanilmigtir. Ayrica
Harizmi’nin bu kitapta kullanmis oldugu ¢6ziim yontemleri ve islem yonergeleri Arapcada
isminin Al Khwarizm olarak telaffuz edilmesi nedeniyle Avrupa’daki matematikgiler
Harizmi’nin yontemleri anlaminda “algorithm” deyimini kullanmislardir (Arndt, 1983;
Baki, 1992; Baki, 2008).

Harizmi, 825 yilinda yazmis oldugu“Al KitabFi Hisab Al Cabr wal Mugabalah”
(Tamamlama ve Dengeleme Yoluyla Hesaplama) isimli kitabinda, denklemlerin
¢Ozlimlerini Babil’de, Euclid’in Eski Yunaninda ve Hintlilerde goriilmemis bir sekilde
yapmustir (Arndt, 1983; Katz, 1998; NCTM, 2006; Brezina, 2006). Harizmi’nin en biiyiik
basarilarindan biri, cebiri geometriden kurtarmas: ve matematigin bir dali olarak ortaya
koymasidir. Nitekim geometrik bir diisiince yapisiyla yapilan cebirsel c¢oziimler,
Harizmi’den once vardi (Brezina, 2006). Harizmi, denklemleri “al-jabr” ve *“al-
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mugabala” denilen iki igslem kullanarak ¢ozmiistiir. Al-jabr (Cebir) tamamlama anlamina
gelmektedir. Bir denklemde negatif terimlerin ortadan kaldirilmast islemini ifade
etmektedir. 3x +2 =4 — 2x esitliginin 5x + 2 = 4 olarak yazilmasi al-jabr ifadesine
karsilik gelmektedir. Aslinda Harizminin yaptigi bu islem giinimiiz cebir anlayisini
yansitmaktadir. Esitligin her iki tarafina 2x eklenerek negatif terimlerin yok edilmesi
esitligin ¢oziimiini kolaylastirmaktadir. “Al-mugabala” terimi ise dengeleme anlamina
gelmektedir ve denklemin iki tarafinda ayni kuvvetten pozitif terimlerin indirgenebilecegini
ifade etmektedir. 5x + 2 = 4 esitliginin 5x = 2 olarak yazilmasi “al-muqabala” ifadesine
karsilik gelmektedir. Alti degisik tipteki denklemlerin her birinin ¢dziimil i¢in birer
algoritma ortaya koymasi, kitabinda daha karigik ve soyut problemlerin olmasi, Harizmi
cebirinin, Babil ve Yunan’daki cebir anlayisindan diger bir farkidir. Harizmi, bilinmeyen

yani x i¢in sey, x? i¢in mal, X* i¢in ka‘b, X* i¢in mal mal, x° i¢in ise ka‘b mal

sOzciiklerini kullanmistir (Katz, 1998; NCTM, 2006; Baki, 2008).

Harizmi kitabimn ikinci béliimiinde, 4. tipteki x? + 10x = 39 esitligininin ¢dziimiinii su
sekilde yapmustir; “Seylerin sayisinin yarisini al, 5, onu kendisi ile ¢carp, 25, buna 39 u ekle,
64, bunun karekokiinii al, 8, bunu seylerin sayistmin yarisindan c¢ikar. Sonug¢ 3 ’tiir”
(Varadarajan, 2003). Harizmi’nin ¢6ziimii, Babillilerin ¢oziimiine benzemekle birlikte,
belirgin farkliliklar1 vardir. ilki, Harizmi bilinmeyen igin “sey” sozciigiinii kullanmustir.
Ikincisi, Harizmi’nin ¢dziimii evrenseldir ve drnegin; yukarida yaptig1 ¢6ziimx? + bx = ¢
formundaki her esitlige uygulanabilmektedir (Kvasz, 2006). Harizmi, yaptig1 ¢oziimleri
geometrik sekillerle gostererek dogrulamigtir. Bu durum, onun eski Yunan’daki geometrik
gosterim anlayisindan etkilendigi seklinde yorumlanabilir. Harizmi’nin ¢oéztimlerinin
geometriye dayanmasi, Eski Yunandan esinlendigini ortaya koysa da, geometrik modelleme
bi¢cimi Babillilerin ¢oziimlerindeki geometrik diisiince bigimine benzemektedir (Katz,
2007).x2, x br uzunluklu bir karenin alani, xise kenar uzunluklar1 x ve 1 br olan
dikdortgenin alan1 olarak disiiniiliirse, kareye tamamlama teknigi kullanilarak c¢oziime
ulagilabilir. Harizmi’nin yapmis oldugu ¢oziimiin, geometrik olarak dogrulanmasi asagida
verilmistir (Baki, 1992; Baki, 2008).
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Sekil 8. Harizmi’nin modellemesi
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Harizmi, x? + 10x = 39 denklemini ¢6zmek i¢in dnce ABCD Kkaresini olusturmakta ve
bu kare yardimiyla diger dikdortgen ve kareleri tamimlamaktadir. ABCD karesinin bir
kenarini bir sey olarak (bizim anladigimiz sekilde x olarak) almakta ve bu kareye A, B ve D
koselerinden 5 sey ekleyerek CGEI karesini elde etmektedir. Son adim olarak, CGEI
karesinin alan formiilinden denklemin ¢6ziimiine ulagsmaktadir. Harizmi’nin yaptigi
¢6ziimiin modern sekilde ifadesi su sekildedir: A(CEIG) = (5 + x)? = x? + 10x + 25 olur.
x% + 10x = 39 denkleminden x? + 10x ifadesinin 39 oldugu bilinmektedir. Oyleyse,
A(CEIG) = (5 +x)? = 39 + 25 = 64’tiir. Buradan, (5 + x)? = 64 olacagindan 5+x= +8
esitligi elde edilir. Sonug olarak x = 3 veya x = —13 olarak bulunur. Harizmi pozitif kokii
kabul etmis, negatif kokii ise reddetmistir (Baki, 1992; Baki, 2008).

Harizmi cebirsel gosterimlerde sembolleri kullanmamigtir. Cebirsel gosterimleri,
cebirsel sorulari ve c¢oziimlerini yazili olarak yapmistir. Harizmi’nin kitabindaki bir
problem su sekildedir; « 10 sayisi iki par¢aya ayriltyor. Ayrilan par¢alarin her biri kendisi
ile ¢arpiliyor ve daha sonra birbirleriyle toplaniyorlar. Bunlarin farklari da bunlara
ekleniyor.  Toplamin  sonucu 54  olduguna gore x=?" Modern ifadesi;
(10 = x)2 +x% + (10 —x) — x = 54 olan esitligi Harizmi, 100—20x+x*+x*+10—x—x=54
olarak yazdiktan sonra elde ettigi 110 — 22x+2x°=54 esitligini diizenleyerek esitligin her iki
tarafina 22x eklemis (al-jabr) ve 110+2x?=54+22x esitligine ulasmustir. Daha sonra esitligin
her iki tarafindan 54 ¢ikararak (al-mugabala), 56+2x°=22x esitligine ulasip, her iki tarafi iki
ile bolerek x*+28=11x seklinde esitlige son bicimini vermistir. 5. tipteki bu esitligi kendi
gelistirdigi algoritmayr kullanarak ¢6zmiistiir (Katz, 2007). Harizmi, irrasyonel sayilar
iceren higbir problem ¢6zmemesine ragmen, kitabinin basinda koklii sayilarla nasil
ugrasilacagi ile ilgili bilgiler sunmustur. n. \/a sayisini n’yi kok i¢ine alarak /nZ. q seklinde
yazmugtir. Islam diinyasinda Harizmi’den sonraki matematik bilgini Al-Karaji, benzer
sekilde 25 ile v25’in ¢arpimini, 25°i kok icine alarak V15625 olarak yapmustir. Ortagag
cebir anlayiginda, Abu-Kamil’in yaptizi gibi v/8x yerine v8x2’nin tercih edilmesinin
nedeninin bilinmeyen (sey) sayisinin irrasyonel olarak ifade edilememesinden
kaynaklanmig olabilecegi diisiiniilmektedir. Nitekim ka¢ tane sey (dirham) tipindeki bir

soruya /8 tane cevabim vermek o donemin cebir anlayisi igin zor olmus olabilir (Groza,
1968; Katz, 1998; Oaks, 2009).

Islam diinyasinda Harizmi’den sonra Ibn Tiirk, Thabit Ibn Kurra, Abu Kamil, Al-Karaji,
Al-Samaw’al, Omer Hayyam, Serafeddin Tusi cebirle ugrasan diger matematik
bilginleridir. Ibn Turk, Kitab al-jabr wa’l muqabala isimli kitabinda, Harizmi’nin
kitabindaki 1, 4, 5 ve 6. tiplerdeki denklemlerin ¢6ziimiindeki geometrik diisiince bi¢imini
gelistirerek ¢oziimler yapmustir. Thabit ibn Kurra (830-890) ve Abu Kamil (850-930),
yaptiklar1 ¢éziimlerin geometrik olarak dogrulanmasinda Euclid’in Elementler II kitabindan
esinlenmiglerdir (Katz, 1998). Abu-Kamil, cebir lizerine, “Kitab fi al-jabr wa’l mugabala”
isimli bir kitap yazmustir. Abu Kamil cebirsel problemlerde irrasyonel sayilarla da
ugrasmustir. Ayrica ¢oziimlerde degiskenler arasinda doniisiimlere basvurmustur. Modern
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o . x )% [10-x\? e e . - .
sekilde ifadesi (E) - ( " ) = 2 esitliginin ¢éziimiinii su sekilde yapmustir: Oncelikle

10-x 1 X . v C e . 1
y=—" ;= Tox seklinde disiinerek, esitligi y cinsinden 7

esitligin her iki tarafim y? ile carparak (y?)? + 2y? = 1 esitligine ulasmistir. Buradan y’yi
VV2 — 1olarak, x’i ise 10 + v50 — v/50 + ¥20.000 — v5000 olarak bulmustur (Katz, 1998).

Harizmi ve Abu-Kamilden sonra gelen islam diinyasiin 6nde gelen matematikgileri, Al-
Karaji ve Al-Samaw’al’dir. Al-Karaji, ilk defa serileri formiillestirmeye galismis ve yaptig
esitligin sonsuza kadar gittigini ifade etmistir. Eski Yunanda Diophantus, sadece
bilinmeyenlerin Gigten biiyliik kuvvetlerini ortaya koyabilmistir. Al-Karaji, cebir iizerine
yazmis oldugu Al-Fakhri (Harika) isimli kitabinda, 1/x%’yi juzu mal seklinde yazarak
belirtmistir. Al-Karajinin ortaya koydugu yap1 asagida verilmistir (Katz, 1998; Baki, 2008;
Oaks, 2009).

= y? + 2 olarak yazmus,

Al-Karaji, iisli bilinmeyen ifadeler ile ilgili yukaridaki kurali bulduktan sonra, tek
terimli ve ¢ok terimlilerin ¢arpimi, toplamu ve farku ile ilgili genel ilkeler ortaya koymustur.
Bolme islemi i¢in ise negatif sayilarla yasadigi zorluk nedeniyle sadece tek terimlileri bolen

olarak kullanmistir (Katz, 1998). Modern gosterimi IOX—_X - 10X_X = % + % esitligini ¢ozerken,
oncelikle 10X—_x’i esitligin diger tarafina atmis, ardindan esitligin her iki yanim (10-x) ile
garpmlstlr.w = 8§ +§ sekline doniisen esitligin her iki yamim1 x ile c¢arparak

2
100+x°-20x =8 %X + % esitligine ulagmistir. Abu-Kamil ve Al-Karaji’nin bolme igeren
cebirsel yapilar1 polinom tipine doniistiirdiikleri goriilmektedir. Bunu, esitligi ayni cebirsel
ifade ile carparak sadelestirme yoluyla gergeklestirmislerdir. Ancak (2x+1).(x%-1) tiiriindeki
carpma islemini yapmaktan kagindiklart gériilmektedir (Oaks, 2009).

Islam diinyasinda iigiincii dereceden denklemlerin ¢dziimleriyle ugrasan ilk matematikci
1048-1131 arasinda yasamis olan Omer Hayyam’dir. Hayyam, iigiincii dereceden
denklemleri siniflandirmis ve ¢oziimlerini geometrik yolla yapmustir. x, x?, X3 gibi giiniimiiz
cebirsel sembollerini kullanmamis ve bu yontemde uzunluk sdzkonusu oldugu i¢in negatif
¢oziimler disiiniilmemistir. Sekil 9°da agiklandigi gibi Hayyam, x*+ax=b tipindeki
denklemleri giiniimiiz diliyle sirastyla su adimlar1 takip ederek ¢ozmiistiir. Once, x? = v/ay
paraboliinii ¢izdi, sonra paraboliin tepe noktasindan bir teget ¢izdi ve yaricap: b/a olan ve
parabolii teget noktasinda kesen bir gember ¢izdi. Parabolle ¢emberin diger kesisim noktast
P noktasindan tegete inilen dik IPHI dogru parcasi H noktasinda kessin, 1AHI uzunlugu
denklemin ¢oziimlerinden biridir (Baki ve Giiven, 2009). Ilerleyen yillarda Cardano,
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ticlincli dereceden denklemlerin ¢oziimii icin Hayyam’in ¢ézlimlerinden yararlanarak yeni
yontemler gelistirmistir (Baki, 2008).

=

Sekil 9. Omer Hayyam’in 3. dereceden denklemlerin ¢dziimii igin gelistirdigi model

Islam diinyasmin diger bir matematik bilgini 1200’lerde yasamis olan Serafeddin
Tusi’dir. Omer Hay%/am gibi o da, Uglincli dereceden denklemlerin c¢oziimleriyle
ilgilenmistir. x*+d=bx* esitligini ¢dzerken kullandig1 yontem Omer Hayyam’m kullandig
yontemden farkhidir. Esitligi éncelikle x%(b — X)=d seklinde yazmustir. Daha sonra esitligin
sol tarafinin degerinin d veya d olmamasina bagli olarak esitligin bir ¢oziimiiniin olup
olamayacagi sorusuna yonelmistir. Bunu belirlemek i¢in, fonksiyonun maksimum degerini
bulmaya ihtiyact vardi. Fonksiyonun maksimum X degerini 2b/3 olarak aldiginda
fonksiyonun degerinin 4b3/27 oldugunu ifade etmistir. Fonksiyonun degerinin
4b3/27°den kiigiik oldugunda iki ¢dziimiiniin, biiyiik oldugunda ise hicbir pozitif
¢Oziimiinliin  olmadigin1 ifade etmistir. Ancak yaptigt ¢oziimii bir algoritmaya
dayandirmamistir. Serafeddin Tusi tarafindan yapilan ¢oziim daha sonra ne Islam
diinyasinda ne de Avrupa’da devam ettirilmistir (Katz, 2007). Islam diinyasinda cebir
alaninda atilan adimlar ilerleyen siireclerde Batili matematikgiler tarafindan alinarak
gelistirilecektir.

Bati Diinyasinda Cebir

Genellikle yiiksek ortagcag denilen ve Roma imparatorlugunun ¢okisiinden 9. yiizyilin
sonuna kadar uzanan dénem boyunca, salginlardan, kitliklardan, savaslardan kirilmis olan
Bati Avrupa biiyiik bir siyasi karigikliga, iktisadi gerilemeye, aydinlik ve bilim adina
karanlhiga gomiilmiisti. Bu durum Avrupa’yr 1200-1300’1i yillar arasinda Euclid’in,
Archimedes’in, Harizmi’nin, El Biruni’nin, ibni Sinan’in eserlerini 6grenmeye yoneltmistir
Avrupa’ya cebirin gecisi Harizmi’nin eserleri sayesinde 12. ve 13. yiizyillarda olmustur.
Avrupa’ni ilk matematikgilerinden olan, talyan matematikg¢i Fibonacci’nin 1202 yilinda
yazdif1 kitapta, basta Harizmi olmak iizere, Islam diinyasimin matematik bilgilerinin
yaptiklar1 ¢calismalarindan etkilendigi belirtilmektedir (Katz, 1998; Ifran, 2003).

Fibonacci, Liber Abaci isimli kitabinda, Harizmi, Abu-Kamil ve Al-Karaji’nin
kitaplarinda ¢6zmiis olduklar1 problemleri aynen alip, bu problemler iizerine ¢aligsmustir.
Kitabinin son boliimiinde Harizmi’nin alt1 tipe ayirdigi denklemlerin ¢oztimlerini geometrik
olarak yapmis, Harizmi ve Abu-Kamilin ¢oziimlerini yaptigi “10 sayisi iki par¢aya
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ayriyor” seklinde baglayan problemlerin ¢oziimleriyle ugrasmistir. Fibonacci, problem
coziimlerinde ¢esitli ¢oziim yontemleri kullanmistir. Kullanmig oldugu ¢ézim
yontemlerinden biri Eski Misirda kullanilan yanligt deneme yoludur (Katz, 1998). Yanlist
deneme yolunu kullanarak ¢6zdiigii bir problem su sekildedir. “Yiikseklikleri sirasiyla 30 ve
40 adim olan, iki kulenin birbirine olan uzakliklar: 50 adimdwr. Kulelerin iizerinde duran
iki kug, aymi hizla ucarak yerde bulunan yiyecege ayni anda ulastiklarina gére, yemin
kulelere olan uzakliklart kagar adimdir ” (Grugnetti, 2002). Fibonacci, aslan problemi
olarak bilinen problemi de yanlisi deneme yolu ile ¢6zmiistlir. Problem su sekildedir: “50
adim derinligindeki bir cukurdaki aslan, her giin bir adimin yedide biri kadar yiikselip, her
gece bir adimin dokuzda biri kadar iniyor. Ka¢ giin sonunda aslan ¢ukurdan ¢ikar?”.
Fibonacci’nin kullandig1 diger bir ¢6ziim yolu ise iki bilinmeyenin oldugu bir problemde
yeni bir bilinmeyen tanimlayarak ¢éziime ulagsmaya calismasidir. Yeni bir bilinmeyen
tanimlama yolunu kullanarak ¢oziime ulastigi bir problemi su sekilde 6rneklendirebiliriz.
“Ahmet ve Cemilin belli miktar paralart vardw. Cemil, Ahmet’e 1 TL verirse paralart egsit
oluyor. Ahmet, Cemil’e 1 TL verirse Cemil’in parast Ahmet’in parasimin 10 kati oluyor.
Buna gore Ahmet ve Cemil’in baslangicta ne kadar paralarimin oldugunu bulunuz?”.
Fibonacci, modern gosterimi x+1=y—1 ve y+1=10(x—1) olan problemin ¢éziimiinii yaparken
z=x+y seklinde z gibi bir parametre tanimlamistir. Daha sonra x+1= %Z ve y+1:1—(1)z’ye
ulagsarak x ve y bilinmeyenlerini z cinsinden yazmustir. iki esitligi toplayarak z+2=%z

esitligine ulasmistir. Buradanz = %, x=1 g, y=3 %sonucunu elde etmistir.

Genel olarak o donem abakiisgiilerinin tiimii, Harizminin denklemleri siniflandirmasini
ve ¢oziim yontemini dikkate alarak cebir ile ugragsmaya yonelmislerdir. Ancak Maestro
Dardi, 1344 yilinda yazmis oldugu kitapta bu smiflandirmayr genisletmistir. Dardi,
x3+bx?+cx=d tipindeki denklemleri ¢ézerken esitligin sol tarafini, iki saymin toplaminin
parantez kiipii olarak ifade etmeye c¢alismistir. Benzer sekilde Pierro Della Frencesca
(1420-1429), Dardi’den daha ileri giderek, besinci ve altinci dereceden denklemlerin
¢Oziimil ile ugragmistir. Abakiisgiiliik akimi, son abakiis¢ii Pacioli ile son bulmustur. Pacioli
cebirsel problemlerini biiyiik bir kismini Pierro’nun ¢alismalarindan almistir. Avrupa’da 16.
yiizyila kadar denklemlerin ¢dziimleri sdzel olarak yapilmustir. Islam diinyasinin etkisiyle
Italya’da siirdiiriilen cebirin gelisimi ilerleyen siirelerde devam etmistir. 14. ve 15.
yiizyillar arasinda Fransa, Almanya, Ingiltere ve Portekiz’de cebir iizerine yapilan
caligmalar Tablo 3’te 6zetlenmistir (Katz, 1998).
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Tablo 3. Fransa, Almanya, Ingiltere ve Portekiz’de cebir iizerine yapilan ¢aligmalar

Yazar Kitabi Cahsmalar:
Ulke Yilt ¥
Harizmi’nin ortaya koydugu denklem ¢o6ziimlerini farkli
dereceli her bir denklem icin genelleyerek, cebiri Italyan
abakiisciilerinden daha ileri bir noktaya tagimistir.
ex™ = bx™" 4+ x™2" tipindeki denklemlerin ¢oziimii i¢in
Nicolas b)* b kuralini ortaya koymustur.
Chugquet Tripaty X7} (Ej e
Fransa 1484

(1445-1488)

2°'dan 2°*' yekadar olacak sekilde 2’nin kuvvetlerinin

tablosunu yapti. Ilk satira 2’nin kuvvetlerini, altlarndaki
satira ise degerlerini yazdi. Buradan {slii sayilarda ¢arpma
kuralin1 tanimladi. Negatif iissiin varligin1 bilmesine ragmen,
olusturdugu tabloda Al-Samaw-al’in aksine 2’nin negatif
kuvvetleri yoktu.

Christoff

Rudolff Art of the

Almanya Coss
1520

(1499-1545)

Almanya’da cebir ile ilgili ¢aligmalar 15. yiizyilin sonlarinda
baslamistir. Art of the Coss Almanya’daki kapsamli ilk cebir
kitabidir. Harizmi’nin denklem siniflarin1 kullanmak yerine,
denklemleri sekiz sinifa ayirmistir. Chuquet gibi, denklemleri
indirgeme yoluyla ¢ozmiistiir. Ornegin;
ax" + bx"* = cx"2esitliginin ¢dziimii igin;
‘o (9]2 . ¢ _ b kuralini ortaya koymustur.

a a 2a
Ilk defa modern karekok semboliinii kullanmustir. Chuquet
gibi Rudolff da 2’nin sadece pozitif kuvvetlerinin tablosunu
yapmustir.

Michael Stifel  Arithmetica

Avrupa’da Pascal tiggenini ilk defa ortaya koyan
matematik¢idir.  Yazdigi  kitap, Rudolff’'un kitabinin
genisletilmis halidir. Kendinden onceki bilginler gibi o da,
negatif kokii kabul etmemistir. Ikinci dereceli denklemleri ii¢

standart bigimini, x? =bx+c bigiminde tek tip olarak ilk

defa Stifel gostermistir. COziim igin, x:9+ [bjz e
2 —

kuralin1 ortaya koymustur. 2’nin hem negatif, hem de pozitif
kuvvetlerinin tablosunu yapmustir.

Almanya Integra
(1487-1567) 1553
Robert The
Recorde Whetstone
Ingiltere of Witte

(1510-1558) 1557

Recorde, yazdigi kitapta Alman kaynaklarina bagh
kaldigindan cebir adma orijinal bir ¢alisma ortaya
koyamamuistir. Giiniimiizde kullandigimiz esittir sembolii ilk
defa Recorde’nin kitabinda goriilmiistiir.
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Tablo 3’iin devamu

Yazar Kitabi1

Ulke Yil Calismalari

ftalyan matematik¢i Pacioli’den etkilenmistir. Giinliik hayata
iligskin cebirsel problemler yerine, soyut cebirsel problemlerin
¢oziimleriyle ilgilenmistir. Tki saymm ¢arpimi 10, karelerinin
toplami1 ise 30°dur. Buna goére bu sayilart bulunuz?
Problemini ii¢ farkli teknikle ¢ozmiistiir.

Pedro Nunes Libro de Modern sekilde gdsterimi, 2 +@ — 30 olan esitligin, her iki

Portekiz Algebra X

(1502-1578) 1532 tarafint X? ile carparak, esitligi indirgemistir. Indirgenmis

yapinin ¢dziimii, Harizmi tarafindan da yapilmistir. Buradan

x? =15 + 125 sonucuna ulasmistir. Aranan sayilars;

\/15 —4/125 ve \/15 +4/125 olarak bulmustur.

Ucgiincii dereceden denklemlerin ¢dziimii, 15. yiizyil ile 16. yiizyilin basina kadar ¢ogu
matematik bilgini i¢in bir ugras alani olmustur. 1500-1515 yillar1 arasinda Bologno
iiniversitesinde profesér olan Scipione del Ferro (1465-1526), x*+cx=d tipindeki
denklemlerin ¢oziimleri igin cebirsel bir yontem gelistirmistir. Bilindigi gibi Islam
diinyasinda sadece pozitif katsayili denklemler geometrik bir yolla ¢6ziilmis, negatif
¢oziimler dikkate alinmamustir. Ferro’nun tgiincii dereceden denklemleri dogrusal, pozitif
katsayili ve sabit terimden olugmaktadir. Ferro 6lmeden 6nce yaptigi ¢oziimleri 6grencisi
olan Antonio Marie Fiore (16. yiizyihn ilk yaris1) agiklamistir. O ddnemin italyan
matematikgilerinden Niccolo Tartaglia (1499-1557), x*+bx?=d tipindeki denklemlerin
¢oziimlerini ilk kendisinin kesfettigini iddia etmistir. Fiore, halkin huzurunda Tartaglia’ya
meydan okumus, ancak Tartaglia, Fiore’nin yapamadigt ii¢iincii dereceden denklem
¢oziimlerini dogru olarak yaparak, halkin huzurunda kazandigini ilan etmistir (Cajori,
2007).

Bir diger Italyan matematik¢i Gerolamo Cardano (1501-1576), Tartaglia’dan yaptigi
¢oztimleri kendisine anlatmasini istemigstir. Tartaglia, Cardano’ya yaptigi ¢o6ziimleri
yayimlamamasi kosuluyla anlatacagini sOylemistir. Tartaglia, li¢ farkli {i¢iincii dereceden
denklem formunun ¢oziimlerini siir formatinda Cardano’ya agiklamustir. Ilerleyen
sireglerde Cardano, denklem c¢oziimlerinin Tartaglia’dan once del Ferro tarafindan
yapildigim1 6grenmistir. Bu duruma sinirlenen Tartaglia, 1545 yilinda yayimladigr Ars
Magna sive de Regulis Algebracis isimli eserindex’+bx=c tipindeki denklemlerin
¢Ozlimlerini sozel olarak yapmis ve ¢oziimii veren formiili aciklamistir (Katz, 1998).
Cardano, x*tbx=c tipindeki denklemlerin ¢ziimlerini modern gdsterimiyle;
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Cardano, (c/3)% > (d/2)%oldugunda, negatif sayilarin karekdkiiniin aliamayacagimi
diistinerek ¢oziimii yapamamustir. Cardano, ¢Oziimiinii yapti§i problemlerin ¢dziim
kiimesinde negatif sayilarin karekokiine ulagmustir. Ancak bunlar1 6zel bir sembolle
gosterememigtir. “/0 sayisi iki parcaya ayriliyor. Pargalarin ¢carpimi 40 olduguna gore,
her bir par¢ayt bulunuz? > probleminde ¢dziim kiimesini 5 ++v—15 ve 5 —+/—15 olarak
bulmus, buldugu sonuglari dogrulamak i¢in iki sonucu carpmis ve 25+15=40 sonuca
ulagsmustir. Dolayisiyla hesaplamalarda negatif kokii ilk kullanan matematik¢inin Cardona
oldugunu sdyleyebiliriz (Green, 1976; Katz, 1998; NCTM, 2006). “-6 sayis1 iki parcaya
ayriliyor. Pargalarm ¢arpimi 24 olduguna gore, her bir pargayr bulunuz? ” probleminde
Cardano,—3 + v—15 ve—3 —+/—15 gibi iki koke ulasmustir. (Jahnke vd, 2002). Negatif
sayilarin karekokii ilk defa M.S. 50’lerde Heron’un c¢alismalarinda goriilmiistiir. Yunan
matematikei 336x%+24=172x esitliginin kokiini 1,849 — 2,016 olarak bulmus, ancak
sonucu reddetmistir. Heron gibi, Yunanli bir diger matematik¢i Diophantus, Hintli
matematik¢ilerMahavira ve  Bhaskara’da, kdk i¢i  negatif olan  sayilar
tanimlayamamisglardir. Avrupa’da Nicolas Chuquet ve Luca Pacioli’de kok i¢i negatif olan
sayilar1 reddetmislerdir (Green, 1976; NCTM, 2006). Cardano {iglincii dereceden
denklemlerle ugrasirken, Ogrencisi olan Lodovica Ferrari, dordiincii dereceden
denklemlerin ¢éziimlerini yapmayi basarmustir. Céziimii yaparken Oncelikle denklemdeki
x>lii terimleri yok etmis, ardindan esitligin sol tarafini iki terimin toplaminin karesi
seklinde yazmaya ¢alismistir. Cardano, 6grencisinin yapmis oldugu ¢oziimlere Ars Magna
isimli kitabinin son béliimiinde yer vermistir (Katz, 1998).

Cardanodan sonra gelen diger Onemli batili matematik¢i Rafael Bombelli (1526-
1572)’dir. Bombelli, Cardano’nin formiiliinden gelen negatif sayilarin karekdkleri ile
ugrasmis, kompleks sayilar1 6zel sembollerle gostermistir. x*+bx*=dtipindeki denklemlerde
(c/3)3 > (d/2)%oldugunda, elde edilen sayilar1 kendine 6zgii sekilde adlandirmustir. 2+3i
sayismi 2pdim3, 2-3i sayisim ise 2mdi m3  seklinde yazmugtir. Bombelli yaptig
¢oziimler esnasinda ulagtigi bu sayilar1 sistematik bir sekilde tanimlayamadigindan, bu
sayilarla ilgili herhangi bir ispat yapamamistir. Ancak bu sayilarin kullanildig1 dort islem
iceren problemleri kendine 6zgii yollarla ¢dzmiistiir. Ornegin; 3/2 + +/— 3 sayisinin
kendisi ile carpimini asagidaki sekilde yapmistir.

V=3xJ—3=-32x2=4(-3)+4=12x/-3x2  Sonug: ~/—48
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Bir diger drnek ise, 1000 sayisint 2+11i sayisina bdlerken izledigi yoldur. Céztime her
bir sayiyt 2-11i ile garparak baslamistir. Paydada elde ettigi 125 sayisim1 1000 sayisina
bolerek 8 sayisina ulagsmus, ardindan 8 sayisim 2-11i ile ¢carpmig ve 16-88i sonucunu elde
etmistir. Bombelli, toplama ve ¢ikarma iglemleri ile ilgili de detayli ¢éziimler yapmuistir.
x*=15x+4 kiibik esitliginin ¢oziimii, Cardano’nun ortaya koydugu kurala gore,

X = i/Z +v-121 + 3§/2 —+—121 olmaktadir. Buradan ¢6ziimiin 4 oldugu acik olmasina
ragmen, Bombelli ¢0ziimii, tamimladigi yeni sayilar g¢ercevesinde ¢Ozmiistiir.

3\/2 ++v/—121=a + V-b ve 3\/2 —+/—121=a — V/—b déniisiimlerini yaparak, a®> +b =5
ve a® — 3ab = 2 denklemlerine ulagmstir. Denklemlere dayali olarak, a?< 5 ve a®> 2
olarak diisiinmiis, buradan a sayisinin ancak 2 olabilecegi sonucuna ulagmistir.a=2"den b=1
bularak,a ve b’yi yerlerine yazmustir. x = (2 +v—1) + (2 —v—1)’den x=4 sonucuna
ulasmistir. Bombelli, ikinci dereceden denklemlerin ¢6ziimlerinin yapilmasinda karmasik
sayilarin nasil kullanilabilecegini de gostermistir. Kompleks sayilarin kullanimu ile ilgili
tiim sorulara cevap verememesine karsin, problem ¢o6ziimlerinde kompleks sayilari
kullanma yetenegi, kendinden sonra gelen matematikgiler i¢in ilham kaynagi olmustur. 15.
yizyilin sonlarmna gelindiginde negatif sayilarin kullaniminda yaganan sikintilar,
Cardano’nun negatif sayilar icin “gercek olmayan” kavramini kullanmasi, Bombelli’nin
negatif sayilar1 kok olarak kabul etmemesi, kompleks sayilarin matematige girisinin uzun
zaman almasina neden olmustur (Katz, 1998).

Newton, Descartes ve FEuler zamaninda, kompleks sayilarla cebirsel sekilde
ugrasilmaya devam edilmistir (Cajori, 2007). Descartes, 1637 yilinda kompleks sayilarin
isimlendirmesine katkilar saglayarak, gergek (real) ve sanal (imaginary) kavramlarini
ortaya atmustir (Green, 1976). Euler, 1748 yilinda v—1 sayisii “i” ile gostermistir.
Kompleks sayilarin grafiksel gosterimlerini yapan ilk matematikgiler ise, Caspar Wessel ve
Jean Robert Argant olmustur. Ancak yaptiklar1 gésterimler matematikgiler arasinda gok da
ilgi uyandirmamistir (NCTM, 2006; Cajori, 2007). Wessel, 1, -1, V=1, —/—1"in ¢arpim
tablosunu yapmig, Wessel ve Argand, i sayisint tanimlamak amaciyla geometrik
gosterimlerden yararlanmiglardir. Wessel ve Argand’in yaptiklar1 gosterimler asagida
verilmistir (Jahnke vd, 2002; NCTM, 2006).

1 -1 € -€
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Sekil 10. Wessel’in gosterimi
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Sekil 11. Wessel ve Argand gosterimleri

Sekil 10°da goriildiigii gibi, Wessel, & sayisim v/—1alarak, 1, -1, & ve —e’nin ¢arpim
tablosunu yapmustir. Sekil 11°den Wessel ve Argant’ind; = +1, d, = —1 olarak kabul
ettikleri, R agis1 dik a¢1 olmak kosuluyla, dsayisiid =+/+1.—1 =+/—1 =i olarak
tanimladiklart anlagilmaktadir (NCTM, 2006). Kompleks sayilar Gauss’la birlikte
sistematik bir yapiya kavusmustur. Gauss, kompleks sayilarin giiniimiiz sekliyle
ozelliklerini tanimlayarak, islemler yapmis, kompleks sayilart koordinat ekseninde
gostermistir. 1831 yilinda, kompleks sayilar1 sirali ikililer olarak gostererek,
(a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + bc) esitligini ortaya koymustur. Gauss, x eksenini reel
eksen, y eksenini hayali eksen olarak ifade ederek, karmasik sayilart tanimlamig ve
karmagik sayilari a+bi bigiminde gostermistir. Matematikte, bir karmasik saymin reel ve
sanal kisimlarmin her ikisi de rasyonel sayi oldugunda bu karmasik sayi, “Gauss
rasyonelleri” (Gaussian rationals) Q(i), karmasik sayinin reel ve sanal kisimlarinin her

ikisi de tamsayi ise, bu karmasik say1, “Gauss tamsayilari” (Gaussian integers) olarak ifade
edilmektedir (Varadarajan, 1998; NCTM, 2006; Cajori, 2007).

Avrupa, Islam diinyasinda cebir iizerine ortaya koyulan eserleri inceledikten ve
Oziimsedikten sonra, Avrupa’da cebirsel gosterimlerde sembolik doneme gegisin
adimlarinin atildigi goriilecektir. Ancak bu gegis bir anda olmamistir (Kvasz, 2006).
Cebirsel gosterimlerde sembolik déneme 15. ylizyilin sonlarinda Fransiz matematik¢i Viete
(1540-1603) ile gegilmistir. Viete 1591 yilinda bilinmeyenleri gostermek igin biiyiik {inlii
harflerden A, E, I, O ve U’yu kullanmistir. Bilinmeyen olarak A’y1 tercih ettiginde, A®’yi
Aq, A¥ii Acu ve A%ii ise Aqq bigiminde gostermistir. Carpma icin “in” kelimesini, boliim
AinB
caq
seklinde yazmustir. Karekok ig¢in L harfini, kiip kok i¢in ise LC harflerini kullanmistir.
Viete, A-B kere A+B’nin esitini A~B? olarak ifade etmis ve (44 B)? — (4 —B)? =
4ABesitligine ulasmustir.(4 + B)"a¢ilimin1 n=2, 3, 4, 5 ve 6 sayilar1 igin yapabilmistir.
Ancak buradan bir genellemeye ulasamamustir. Viete’nin genellemeye ulasamamis olmast,
tamsayilarin kuvvetlerini harflerle ifade etmesine baglanmaktadir. A-B’yi A*+AB+B?,
A3+A’B+AB*+B¥ _ile garparak, A® — B® A* — B*.... A® — B®yi elde etmistir. Ancak
benzer sekilde bir genellemeye ulasamamistir. Viete, on ii¢ farkli {igiincli dereceden

icin kesir ¢izgisini kullanmistir. Modern gosterimi ?—? olan matematiksel ifadeyi,
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denklem bi¢iminin her biri i¢in ayr1 ¢6zliim yollar1 vermek yerine, bu denklemleri, Cardano
ve Bombelli gibi ikinci dereceden higbir terim olmayacak sekilde yazmistir. Viete,
¢oztimlerini Cardano ve Bombelli’den farkli sekilde yapmustir. Homojenlik kurali
(devamhlik gosteren doért orammn varligina dayanir) ve(r + s)3’niin agilim  ¢dziim
yollarindan ikisidir. Viete, x°-3bx=d kiibik esitligini c¢dzerken, x=r+s, b=r.s olarak
diisiinmiis ve d=r’+s® esitligini elde etmistir. X’~6x=9 esitliginde 3b=6 oldugundan b
sayisim 2 olarak bulmustur. Yani r.s=2’dir. d=9 oldugundan r*+s*=9°dur. Buradan r ve s
sayilarmin 1 ve 2 olabilecegini ifade ederek x=r+s=3 sonucuna ulagmustir. Viete, xX’~3bx=d
tipindeki denklemleri ¢ozerken(r + s)% — (r2 + s2 + rs)(r + s) = rs(r + s) esitliginden
de yararlanmistir. X3 —21x=20 esitligini ¢dzerken, 72 + s2 +rs = 21 ve rs(r +s) = 20
seklinde esitlikleri diizenlemis, r ve s degerlerinin 1 ve 4 olabilecegini ifade etmis, buradan
x degerini 5 olarak bulmustur.

1637 yilinda Descartes (1596—-1650), bugiin bizim kullandigimiza benzer semboller
kullanmistir. Descartes, bilinmeyenleri X, y ve z olarak ifade etmis, X2yi xx, x> ise XXX

olarak yazmus, esittir semboliinii ise giiniimiizden farkli olarak 2 sembolii ile gostermistir.
Bir polinomun x-a ile bolimiiniin standart yonteminin ayrintih agiklamasi ilk defa
Descartes’in Geometri kitabinda yer almaktadir. Descartesin matematige en biiyiik katkisi
koordinat diizlemini tanimlamasi olmustur. Descartes ayrica denklemlerin ¢6ziimleri
kullanilarak, denklemlerin nasil yazilacagini agiklamistir. Ornegin; kokii 2 olan denklemin
X-2=0, kokii 3 olan denklemin ise x-3=0 olarak yazilabilecegini, dolayistyla kokleri 2 ve 3
olan denklemin, bu esitliklerin ¢arpimi olan x*~5x+6=0 oldugunu ifade etmistir. Descartes
ayrica bugiin bildigimiz isaretler kuralini, ispatim yapmadan aciklamustir. Ornegin,
x*-4x*-19x*+106x-120=0 esitliginde isaretlerin -, +, - olmak iizere ii¢ kez degistigini
belirterek, eksilerin ardisik olarak bir kez devam ettigine dikkati ¢ekmis ve esitligin ii¢
dogru (pozitif) kokii, bir yanlis (negatif) kokii olabilecegini belirtmistir. Gergekten de,
esitligin kokleri, 2, 3, 4 ve -5’tir. Descartes, {iglincii kitabinin son boliimiinde i¢iincii ve
dordiincii dereceli denklemlerin ¢éziimlerini parabol ve gemberin kesisim noktalarindan
hareketle Islam diinyas1 matematikgilerinden Omer Hayyam’a benzer sekilde yapmustir.
Ancak Descartes denklemlerin yanlis (negatif) koklerinin de olabilecegini fark etmistir.
(Groza, 1968; Katz, 1998; Heeffer, 2008).

Art1 (+) ve Eksi (-) isaretleri, ilk defa Alman matematik¢i Widman’in 1489 yilinda
yayimladigt Commercial Arithmetic adli eserinde goriilmiistiir. Carpma (x) sembolii ilk
defa 1600°1ii yillarda Ingiliz matematik¢i William Oughtred tarafindan gosterilmistir. Ayni
matematik¢i oram : : seklinde gostermistir. Esittir (=), sembolii 1557 yilinda Ingiliz
matematik¢i Recorde’nin kitabi The Whetstone of Witte isimli kitabinda tanitilmistir.
Karekok sembolii (\/_ ) ise ilk defa 1525 yilinda Christoff Rudolff tarafindan Die Coss
isimli cebir kitabinda gosterilmistir. Kok sembolii, Latincede kok anlamina gelen radix
sozciigliniin ilk harfi olan I harfine benzemektedir (Groza, 1968; NCTM, 2006; Cajori,
2007). Cebirsel gosterimlerin tarihsel gelisim siireci daha kapsamli sekilde Ek 1’de
verilmigtir.
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On yedinci yiizyilda Fermat’in sayi teorisi iizerine yaptig1 ¢calismalar, Newton’un analiz
iizerine yaptig1 calismalar, sdzel problemleri sembolik dilde yazarak ¢éziimii ve Binom
teoremi, Maclaurin’in lineer denklem sistemlerini yok etme metoduyla ¢ézlimiistiir. Bu
yontem bugiin Cramer kurali olarak bilinmektedir. Gabriel Cramer (1704-1752), Langrange
(1736-1813)’nin denklemler teorisi, Galois(1811-1832)’in cebirsel denklemler teorisi, Euler
(1707-1783) ve Gauss (1777-1855)’un karmagik sayilart diizlemde noktalar olarak
gostermesi ve analiz lizerine yaptiklari ¢aligmalar cebirin gilinlimiizdeki sekline
kavugmasinda yardimei olmustur.

2. Sonuc¢

Bu calismada, cebirin tarihsel gelisim siireci ve bu gelisim stirecine eski Misir, Babil,
Yunan, Hint, Islam diinyas1 ve Bati’nin yaptiklari katkilar arastirilmistir. Yapilan literatiir
taramasi kisaca agagida dzetlenmistir.

e Eski Misir’da yanlisi deneme yolu kullanilarak rasyonel tipteki denklemlerin ve
dogrusal olmayan denklem sistemlerinin ¢dziimleri yapilmstir. Eski Misirda
cebirsel gosterimler diiz yazi formatinda yapilmistir.

o Babilliler, eski Misirdan biraz daha ileri giderek, smirli sayidaki bir bilinmeyenli
dogrusal ve ikinci dereceli denklemlerin ¢oziimlerine geometrik bir diisiince
yapistyla, diiz yazi formatinda yapmuslardir.

e FEuclid, Babillilere benzer olarak, ¢éziimlerini geometrik bir diisiince bigimiyle
yapmustir. Bu yiizden Euclid’in ugrast alan1 Geometri’dir.

e Diophantus, denklemleri ¢ozerken tamamlama ve indirgeme yollarina bagvurmus
olmasina ragmen, kitabinda bu yollara isim vermemistir. Diophantus, Euclid’den
farkli olarak cebiri geometriden kurtararak, analitik hale sokmaya ¢alismistir. Cok
degiskenli iki veya ii¢ denklemden olusan, sinirsiz sayida rasyonel ¢6ziimii olan
denklemlerin  ¢Oziimleriyle ugrasmistir. Bu  denklemler, “Diophantine
denklemleri” olarak bilinmektedir. Ancak, Diophantus’tan 6nce ve sonra bu tip
denklemlerle ugrasildigi, bu tip denklemlerin dogru ve genel ¢oziimlerinin
yapildig1 bilinmektedir. Diophantus, denklem ¢o6ziimlerinde genel bir ¢6ziim
algoritmasi ve sistematik bir yontem gelistirememis, denklemleri Harizmi’nin
yaptig1 gibi siniflara ayirramamis ve her bir sinifa giren denklemler i¢in genel bir
¢ozlim algoritmasi ortaya koyamamistir. Ayrica ¢ok degiskenli denklemlerle
ugragmasina ragmen, birden fazla bilinmeyen tanimlayamamistir. Buna paralel
olarak, Babillilerin yaptiklar1 gibi, tim bilinmeyenleri bir parametre cinsinden
ifade ederek ¢oziime ulasmaya calismistir. En Onemli basarisi, cebirsel
gosterimlerde kisaltmalara bagvurarak, sembolik doneme gegis i¢in dnemli bir
adim atmis olmasidir. Diophantus, ¢oziimlerinde sadece pozitif sayilar1 kok olarak
kabul etmis, kok olarak sifir1 géz ardi etmistir. Kitab: bir cebir kitabir olmaktan
¢ok, sayi teorisi tizerine yazilmis bir kitaptir.
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Matematik alanlarindan cebirin mucidi Harizmidir. Harizmi, bir bilinmeyenli,
birinci ve ikinci dereceli denklemlerin  ax? =bx, ax*=b, ax=bh,
ax?+bx =c, ax?+c=bx, ax?=bx+c olacak sekilde alt1 bicime
indirgenebilecegini ifade etmis ve her bir sinifa giren denklem i¢in genel bir
¢Oziim algoritmasi ortaya koymustur. Sistematik olarak esitlik kavrami {izerine
calisan ilk matematik¢i Harizmidir. 825 yilinda yaznmig oldugu kitabi, “Al KitabFi
Hisab Al Cabr wal Mugabalah” Rénesans dénemi cebir ¢alismalari i¢in Batili
matematik Dbilginlerine ilham kaynagi olmustur. Buradaki “Al Cabr” terimi
Ingilizce ve Fransizcaya “algebra” olarak gegmis ve Tiirkgede “cebir” olarak
kullanilmistir. Harizmi, ¢dziimlerinde pozitif ve irrasyonel sayilari kdk olarak
kabul etmistir.

Avrupa’ya cebirin gecisi Harizminin eserleri sayesinde 12. ve 13. yiizyillarda
olmustur. Avrupa’min ilk matematikgilerinden olan, Italyan matematikci
Fibonacci’nin 1202 yilinda yazdigi kitapta, basta Harizmi olmak iizere, Islam
diinyasinin  matematik  bilgilerinin yaptiklar1  ¢aligmalarindan  etkilendigi
belirtilmektedir. Uciincii dereceden denklemlerin ¢oziimii, 15. yiizyil ile 16.
ylizyilin basina kadar cogu matematik bilgini i¢in bir ugrag alani olmustur. Ferro
(1465-1526), Tartaglia (1499-1557), Cardano (1501-1576), Bombelli (1526-1572)
tiglincii dereceden denklemlerle ugragsmislardir. Cebirsel gosterimlerde sembolik
doneme 15. yiizyihin sonlarinda Fransiz matematik¢i Viete (1540-1603) ile
gecilmistir. Viete 1591 yilinda bilinmeyenleri gostermek ic¢in bilyiik iinlil
harflerden A, E, I, O ve U’yu kullanmustir. 1637 yilinda Descartes (1596-1650),
bugiin bizim kullandigimiz bazi sembolleri kullanmigtir. Bilinmeyenleri x, y ve z
olarak ifade etmistir. X** yi XX, X>ii ise Xxx olarak yazmistir. Esittir semboliini ise
giinlimiizden farkli olarak 2 semboli ile gostermistir. On yedinci yiizyilda
Fermat’in say1 teorisi lizerine yaptig1 calismalar, Newton’un analiz {izerine yaptigi
caligmalar, sdzel problemleri sembolik dilde yazarak ¢6ziimii ve Binom teoremi,
Maclaurin’in lineer denklem sistemlerini yok etme metoduyla ¢éziimii (Bu yontem
buglin Cramer kurali olarak bilinmektedir, Gabriel Cramer 1704-1752),
Langrange’nin denklemler teorisi, Galois’in cebirsel denklemler teorisi, 18.
yiizyilda, Euler ve Gauss’un karmasik sayilar1 diizlemde noktalar olarak
gostermesi ve analiz {izerine yaptiklar1 ¢alismalar cebir’in giiniimiizdeki sekline
kavusmasinda yardime1 olmustur.
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Historical Development of Algebra

Extended Abstract

Mathematics and as well as algebra is a human activity which has been developing
constantly as literature, physics, art, economy and music. Cebir that we learn in schools
today is different from the past and will also be different in the next century. Many students
and teachers are not aware of that there is an old and rich history of the mathematics.
Because of this fact, they fail to consider that mathematics shows a consistently change, it is
products of human labour and mathematics which performed in different times and places,
are different from each other (Tzanakis & Arcavi, 2000). They see the mathematical
knowledge as an impeccable and certain knowledge body, consisted of true and regular
theorems, proofs and formulas (Arcavi, 1991; Bidwell, 1993). This perception of
mathematics has negative effects over learning style and mathematics success of students
(Franke & Carey, 1997; Carlson, 1999; Cifarelli & Goodson, 2001). As a way to remedy
this deficiency which exists in many students and teachers, researchers suggested the idea
of necessity for understanding the historical development of mathematics and integration of
historical activities into mathematics lessons (Fauvel, 1991; Ernest, 1998; Tzanakis &
Arcavi, 2002). In the light of these suggestions, this study have prepared to expose detailed
image of historical development process of algebra, to help for understanding of teachers
and students about nature and historical development process of mathematics, and to
provide a source for teachers to use in their classes.

It is known that the oldest tool to do arithmetic operations is “abacus” and this name
come from the word “abax” in Greek (Carraher, Brizuela & Earnest, 2006; NCTM, 2006).
As for algebra, named from “Al Cabr” word of “Al Kitab Fi Hisab Al Cabr wal
Mugabalah” of Harizmi’s book, can be thought as an extended version of the mathematics
(Amerom, 2003; Brezina, 2006; Katz, 2007). For example a+a=2a equality will be true for
all number which can be written for “a” (Brezina, 2006). Algebra is interested in
generalized numbers, variables and functions (Carraher, Brizuela & Earnest, 2006). It is
needed to reason about unknown and describe differences between spesific and general
situations (Amerom, 2003). For as algebraic problems are based on determining values of
the unknown (in other words “variable”) and solving equation (Brezina, 2006). In many
historical texts, it is stated that there are three terms of development of the algebra.
Respectively these terms like algebraic expressions, problems and solutions were first
written as prose; then abbreviations had been used to image algebraic expressions; and
finally symbols had been used instead of prose and abbreviations (Oliver, 2007). In this
study, historical development of presentations and solving of algebraic expressions in
Ancient Egypt, Babylonians, Ancient Greece, Ancient India, Islamic World and Western
Civilizations.
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Two important mathematical works which reached today, are Golenisev Papyrii (1900
B.C.) and Rhind Papyrii (2000 — 1000 B.C.). In Rhind Papyrii, there are many equation
solutions. Egyptians (2000 — 1000 B.C.) had used trying false thinking proportional ways
(Bunt., Jones & Bedient 1988). This method had been used among Indians and Islam
mathematicians in 15™and 16"century. It is also known that this method had been used by
Italian mathematicians Nicola Tartlia, Philippo Calandri and Spanish mathematician Tosca.
Symbols like x, x?, x* had not been used for solutions of equations in Ancient Egypt.
Everything had been written as prose (Ofir and Arcavi, A. 1992). Beside trying false and
thinking proportional, people had used extraction in Ancient Egypt (Lumpkin, 1997). As a
result, there is no proof for presence of the algebra as a science (Smith, 1925). After ancient
egypt, studies about algebra had been continued by Babylonians.

Babylonians had worked on quadratic equations and linear equation systems with going
further than Egyptians. It is possible to say that Babylonians had solved linear problem
systems and quadratic equations with prose but a geometrical frame of mind. Beside this,
Babylonians had worked on algebraic problems which included width, height and
quadratures. In result, Babylonians had used side lengths of geometric figures as unknown
(Katz 1997; Katz, 2007). After Babylonians, algebra avocation had been continued with
Ancient Greece mathematics scholars.

Euclid is the first name in Greece when algebria is mentioned. “Elements” which is
Euclid’s (300 BC) the most important work, is consisted of 13 books. In second book, it is
seen that Euclid’s algebria is based on geometrical constructions. 1st and 4th propositions in
his book, expose that he is aware of distributive property of multiplication and parenthesis
square identity expansion of total of two terms. Euclid had solved equation systems as
x+y=b,x.y=candy—x =b, y.x = c by using space of square and rectangle in his
5™ and 6"propositions. In short, Euclid had done his solutions with geometry, not with
numbers. Geometrical modelling thought is dominant in Euclid’s solutions as Babylonian
but while it is seen that solutions which Babylonians had done in form of prose, turned to
geometric model, that solutions had been made by geometrical modelling in Euclid’s work
(Katz, 1997; Katz, 2007).

Another mathematics scholar is also Diophantos of Greece who lived around 250 AD.
While Euclid had been trying to do algebra geometrically, Diophantos had been trying to
work up algebra into symbolizing and analytic form (Smith, 1925; Cajori, 2007).
Diophantos had used completion and degradation methods but he had not given name these
in his book. Contrarily, it is known that Harizmi had named these “al jabr” and “wal
mugqabala”. Diophtanos had worked on solutions of equations which is consisted of two or
three equations and multivariable and has unlimited number of rational solutions. These
equations are known as “Diophantine equations”. Discovering Pyhtagoras triadics
(2mn, n? — m?,n? + m?) and Archimedes’ (287 — 212 BC) cattle problem, shows that
these equations is not worked by Diophtanus firstly (Swift, 1956; Horn & Zakeri, 1998). In
Archimedes’ cattle problem, it is demanded that how many bull and cow which has four
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different colours are there? So there are eight unknowns in the problem. Archimedes
reached x? — 4,729,494y? = 1 equation by demoting linear equations which made for
solutions of the problem. He fixed that number “y” is one fold of 9314 from here (Burton,
2007). These equations had been named as “Pell equations” in following years. For the first
time Indian mathematicians Brahmagupta and Bhaskara presented general solution methods
for equations in form of y’=ax?+1 which Archimedes worked on and we know as “Pell
equations’s. This shows these type equations were worked out and true and general
solutions of equations had been done before and after Diophantus. Diophantus had not
developed a general solution algorithm and a systematical method. He could not identify
unknown more than one. Parallely, he had tried to reach solutions by denominating all
unknowns as a single parameter as Babylonians did (Katz, 1997; NCTM, 2006). His most
important achievement is taking an important step to pass to symbolic period by using
abbreviations in algebraic presentation. Because in the process before Diophantus, algebraic
presentations had been done as prose. After Diophantus Indian mathematicians used same
abbreviations. Diophantus accepted only positive numbers as root in his solutions. Because
he did not use symbol for zero, he ignored zero as a root. His book is a work about number
theory more than an algebra book (Katz, 1998; Puig, 2004; Christianidis, 2006; Derbyshire,
2006; Cajori, 2007; NCTM, 2006).

In the period after Diophtanos, Indian mathematicians had used abbreviations for
presentations algebraic expressions (Oliver, 2007). Important development had been lived
in Indian mathematics as of 500s. Indian mathematicians Aryabhata (525), Brahmagupta
(628), Mahavira (850) and Bhaskara (1150) had had important studies on arithmetic and
algebra. But in the period after Bhaskara, Indian mathematics entered in the process of
standstill. Though abbreviations had been used to show equations, it is possible to say that
Indian algebra had been presented in prose substantially. When verbal solution is analysed,
Brahmagupta had used a geometrica