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One Cikanlar

* Bir grafin GCD matrisinin en biiyiik 6zdegeri (spectral yarigapt) igin alt ve iist sinir verilmistir.
* GCD matrisinin 6zellikleri goz oniine almarak bu matrisin enerjisi i¢in bir iist sinir elde edilmistir.
* Bazi 6zel graflarin GCD matrisleri i¢in sonuglar elde edilmistir.

Makale Bilgileri Ozet

Bu ¢alismada, basit baglantily bir G grafinin derecelerinin GCD’lerinden yararlanarak tanimlanmis olan
Gelis: 08.10.2021 GCD matrisinin ozelliklerinden yararlanarak GCD enerjisi icin bazi sinirlar elde edilmistir. Ayrica, bazi
Kabul: 27.10.2021 ozel graflarin GCD matrislerinin 6zdegerleri ve enerjileri igin bazi sumrlar verilmigtir.

Anahtar Kelimeler

Grafin GCD matrisi,
Spektral Yarigap,
Enerji

The Lower and Upper Bounds for GCD Spectral Radius and GCD Energy of a Graph
Highlights

» Lower and upper bounds are given for the largest eigenvalue (spectral radius) of the GCD matrix of a graph.
* Considering the properties of the GCD matrix, an upper bound for the energy of this matrix is obtained.
* Results have been obtained for GCD matrices of some special graphs.

Article Info Abstract

In this study, some bounds for the GCD energy of a graph were obtained by using the properties of GCD
matrix, which is defined by using the GCDs of the degrees of a simply connected G graph. Also, some
Received: 08.10.2021 bounds are given for the eigenvalues and energies of the GCD matrices of some special graphs.
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1. GIRIS

Graf, elemanlart nokta olarak adlandirilan sonlu, bos olmayan V = {1,2,...,n} noktalar kiimesi ve
elemanlar1 kenar olarak adlandirilan sonlu E kenarlar kiimesinden olusan (V, E) ikili yapisina denir ve
G = (V,E) ile gosterilir [1]. G grafinin herhangi bir i noktasina bagli kenar sayisina i nin derecesi denir
ve d(i) ile gosterilir. i, j € G igin i ve j komsu noktalar ise i~j seklinde gosterilir.

Basit bir grafin herhangi iki noktas1 arasinda bir kenar bulunuyorsa yani her bir nokta ¢ifti baglantili ise
bu grafa tam graf denir ve n noktal1 bir tam graf K, ile gosterilir.

Her bir kenarin ve noktanin en fazla bir kez kullanildigi yiirimeye yol denir ve n noktali yol B, ile
gosterilir.

Baslangig ve bitis noktast ayni olan yola devir denir ve n noktali devir C,, ile gosterilir.

|U| =p ve |W| = q olmak tizere G = (U,W,E) iki parcali grafi i¢in her i € U noktasimin derecesi
d(i) = q ve her j € W noktasinin derecesi d(j) = p ve oluyorsa bu grafa iki pargali tam graf denir ve
K, 4 ile gosterilir. Ozel olarak K,,_1 ; iki pargali tam grafi yildiz graf olarak tanimlanir ve S, ile gosterilir.

Yardimer Teorem 1.1. A bir n X n kare matris R,,jn = mini<i<nRi(4), Rpnars = maks;<i<pRi(4),
R;(A) = X' a;j ve Ay, A matrisinin spektral yarigapt olmak iizere

Rmin = /11 =< Rmaks
dir [2].

Graflarin uygulamasina yonelik matematik, kimya ve yapay zeka gibi bircok alanda ¢aligmalar
yapilmaktadir. Bunlardan birisi de graf enerjisidir. Graf enerjisi ilk olarak Ivan Gutman tarafindan
A1, A3, .. Ay, G grafinin 6zdegerleri olmak iizere

E(G) = iMd
i=1

seklinde tamimlanmigtir [3].

Bu tanimdan esinlenilerek bazi graf enerjileri ve bu enerjilerin 6zellikleri {izerine bazi caligmalar
yapilmustir [4-7].

Bu calismada ilk olarak basit baglantili bir grafin GCD matrisinin spektral yarigapt i¢in sinirlar bulunmus
ve bu simirlardan yararlanarak GCD enerjileri igin st sinirlar elde edilmistir. Daha sonra, bazi 6zel
graflarin GCD matrislerinin spektral yarigaplari i¢in sinirlar bulunmustur.

2. GCD MATRISININ SPEKTRAL YARICAPI VE ENERJISI iCIiN SINIRLAR

Bu bélimde G, n noktali m kenarh basit baglantili bir graf ve bu grafin noktalarinin dereceleri A=
d(1) = d(2) ... = d(n) = § kosulunu saglayacak sekilde kabul edilecektir.

Tamm 2.1. G grafinin GCD matrisi,
(d@®,d()),  i~jise

GCD(G)ij = { 0, diger durumlarda

seklinde tanimlanir [8].

G grafinin GCD enerjisi GCD matrisinin 6zdegerlerinin mutlak degerlerinin toplamidir [8]. Ramkumar ve
Nagarajan, bir grafin GCD enerjisi igin bazi sinirlar elde etmislerdir [9].
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Teorem 2.1. G grafinin GCD matrisinin spektral yarigapt A, i¢in sinir

§<A < Z d(k)
1~k
seklindedir.

Ispat. GCD matrsinin satirlar1 incelendiginde minR;, § *ya bagh satirdan gelmektedir. Bu satirda d(n) =
6 oldugundan & tane eleman vardir. n € V noktasi ile komsu olan j ler i¢in ((d(i), d(j)) ’lerin herbiri en
az 1 olabileceginden

minR; =6.1=96 D
olur.

Benzer sekilde, matrisin maksimum satir1 A’ya bagh satirdan gelecek ve bu satirda A tane eleman
olacaktir. Ayrica, bu satirdaki her bir eleman en fazla 1’e komsu noktalarin dereceleri oldugundan

maksR; = Z d(k) )
1~k

olur.
Boylece esitlik (1) ve (2)’den istenilen elde edilir.

Teorem 2.2. Bir G grafinin GCD enerjisi

E(GCD(G)) < nz d(k)
1~k

esitsizligini saglar.

Ispat. Yardimc1 Teorem 1.1°den GCD matrisinin spektral yarigapinin alabilecegi en biiyiik deger
Y1~k d(k) oldugundan ist sinir olarak
n Z d(k)
1~k

elde edilir.
Sonug 2.1. K, n noktali tam grafi i¢in

2 (GCD(Kyp) = (n—1)?
ve

E(GCD(Ky)) = n(n — 1)?
dir.

Ispat. K,, tam grafinda herbir noktanin derecesi n — 1 oldugundan her i, jeV igin (d(i), d(j)) =n—-1
olup 2;(GCD(K,)) = (n — 1)? dir. Ayrica; E(GCD(K,)) = n(n — 1) olur.
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Sonug 2.2. B, n noktal yol grafi i¢in

1< 4(GeD(P)) <4
ve
E(GCD(Py)) < 4n
dir.

Ispat. P, grafinda n — 2 tane i¢ noktanin derecesi 2, iki tane u¢ noktanin derecesi 1 dir. maksR; degeri i¢
noktadan 2 + 2 = 4 ve minR; degeri u¢ noktadan 1 olarak geleceginden 1 < A, (GCD (Pn)) < 4 olup
E(GCD(P,)) < 4n elde edilir.

Sonugc 2.3. C,,, n noktal1 devir grafi i¢in

4(GED(CY)) =4
ve

E(GCD(Cy)) < 4n
dir.

Ispat. C,, grafinda her bir noktanin derecesi 2 olup minR;(GCD (Cn)) = maksRl-(GCD (Cy)) = 4'tiir.
Enerji ise n tane 8zdeger oldugundan E(GCD(C,)) < 4n dir.

Sonu¢ 2.4. K, , (p < q olmak lizere) iki pargal tam grafi igin

p(,0) < 41 (GCD(Kq)) < a(p, )
Ve

E (GCD(Kp.q )) <qlr+q@aq
dir.
Ozel olarak S, yildiz grafi i¢in

1<2,(GCD(Sy)) <n—1
ve

E(GCD(Sy)) <n(n—1)
dir.
ispat. Kp,q iki pargali tam grafinda minR; = p(p,q) ve maksR; = q(p, q) olacagindan esitsizlik
gegcerlidir.
Sp yildiz graf S, = K, ,_; iKi par¢ali tam graf olup sonug asikérdir.

CIKAR CATISMASI/CAKISMASI BILDIiRiMi

Yazarlar arasinda ¢ikar ¢atismasi/¢akismasi bulunmamaktadir.
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